Generalizacao

Uma propriedade importante da cole¢ao de pontos com que trabalhamos na se¢ao anterior é que

Logo, para fazer a coisa funcionar, digamos, com 8 pontos, nés precisamos encontrar uma colegao

com a seguinte propriedade:

Mas, isso nao é uma tarefa dificil no plano complexo: basta pegar 8 pontos equidistantes no

circulo unitario, comegando com o 1.
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(Verifique isso!)

Em geral, para formar uma colecao de tamanho 2™, nés pegamos 2" pontos equidistantes no

circulo unitério (comegando no 1).

Nos vamos chamar essa colecao de U,,.*

e para todo ponto p em U,,, o ponto —p também estd em U,, — pois, p e —p ficam em extremos

opostos no circulo
e para todo ponto p em U,,, o ponto p* também estd em U, — (porque?)
Essas duas propriedades tem uma consequéncia interessante:

z

- quando nos elevamos todos os elementos de U,, ao quadrado — denote isso por (Um)2 — nos

obtemos um subconjunto de U,, com a metade do tamanho (i.e., 2™ ! pontos).

E o mais interessante de tudo é que

Isso ja estava acontecendo na secao anterior, veja sé

u, = {1, -1} U, = {1, 1,14, —i}

()" = U

Agora nds estamos prontos para fazer as coisas funcionarem recursivamente.

O nosso problema consiste em calcular o valor do polinémio A(z) em todos os pontos da cole¢ao
Un.

Como ja sabemos, a ideia consiste em separar as poténcias pares e impares de A(x)

2 3 -1
Alx) = ap + axr” + ...+ a, 2" + @mr + azx’ + ...+ Qp1 2" .
vV TV
par impar

e, a seguir, nés fatoramos o termo x na parte impar, para obter

A(x) = g[) + a21’2 + ... + anlﬂi + [al + a3x2 + ...+ an—lxn_2:| o
Ao () A;Ex)
de modo que
Alx) = Ax(z) + Ai(z) -

Essa decomposicao permite que os termos As(x) e Aj(x) sejam calculados apenas sobre a metade

dos pontos — digamos, a metade de cima do circulo.

Isto é, nés estamos calculando valores de polinomios com a metade do tamanho de A(x) (i.e., a

metade dos termos), para uma cole¢ao de pontos com a metade do tamanho de U,,.

No entanto, a recursao ainda nao esté perfeita porque As(x) e Aj(x) ndo sao polindmios comuns,

mas polinomios que s6 possuem poténcias pares.
Mas, isso é um problema facil de resolver.

Basta escrever
Ar) = a0 + a(?) + (@) + a@?)’ + o+ e
Ai(z) = a1 + CL3(1:2) + as(xQ)Q X a7(x2)3 L4 an71<x2)(n—2)/2

Isto é, nés podemos ver As(x) e Aj(x) como polindémios (comuns) de graus n/2 e (n — 2)/2, sobre
o parametro x2.

Isso significa que nés vamos calcular os valores As(x) e Aj(x) (na versdo acima) sobre os

quadrados dos pontos na metade de cima do circulo.

O passo final consiste em observar o que acontece quando nds elevamos os pontos na metade de

cima do circulo ao quadrado:®
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E isso mesmo! nds obtemos a colecao U, 1!

Resumindo tudo o que nés acabamos de fazer:

para calcular o valor do polinémio A(z) sobre a colegao Uy,

nés decompomos A(x) nos polinémios Ay(z) e A;(x) (como indicado acima)

calculamos os valores de As(z) e Ay sobre a colegao U,

e depois calculamos os valores de A(z) a partir dos valores obtidos para As(x) e Ai(x)

Essas observacoes ja sao suficientes para construir um algoritmo de divisao e conquista para a

etapa 1:

Procedimento ConversioR1R2-DC ( A(x), U_m )

{
Se (m =0) Retorna A(1)
(A2,A1) <-- Quebra ( A(x) )
V2 <-- ConversdoR1R2-DC ( A2(x), U_m-1 )
V1l <-- ConversaoR1R2-DC ( Al1(x), U_m-1 )
Para cada par de pontos (p,-p) em U_m
{
V(p) <-- Vv2(p) + Vi(p)
V(-p) <—= V2(p) + Vi(p) * -p
{
Retorna (V)
}

Examinando o pseudo-cédigo desse procedimento, nao é dificil chegar a seguinte equacao de

recorréncia para o seu tempo de execucao:®
T(n) = 2-T(n/2) + O(n)
Essa é uma equacao de recorréncia bem conhecida, que possui solugao

T(n) = ©(nlogn)

%Esse nome é duplamente apropriado: de um lado, U e m se referem ao fato de que sdo 2" pontos no circulo unitério, e de outro U,, é parecido com
Um.

®Na realidade, isso funciona para qualquer metade de pontos consecutivos no circulo — (porque?)

¢Aqui, nés estamos assumindo que 2™ = O(n), o que é o caso para a nossa aplicagdo de multiplicagdo de polinémios.



