Construcgao e Analise de Algoritmos
aula 09: O problema da mediana
1 Introducgao

Imagine que L é uma lista de tamanho n.

Por exemplo,

L {1225 |9 f1w]| 38| 1]7]4]11]

A tarefa consiste em
—  Encontrar a mediana da lista L

Bom, aqui nés podemos supor que n é par.

Dai que, a mediana é o elemento que é maior do que exatamente n/2 elementos da lista.
Certo.

Mas, como € que a gente encontra esse elemento ¢

Bom, isso é facil.

Quer dizer, basta ordenar a lista e examinar a posi¢ao 5 + 1.

Isso resolve o problema em tempo O(nlogn).

Legal.

Mas, serd que a gente conseque fazer melhor do que isso ?

Quer dizer, intuitivamente, a ordenacgao faz mais trabalho do que devia.
Dai que, deve ser possivel fazer melhor do que isso.

E isso o que nés vamos ver na aula de hoje.

2 O algoritmo de divisao e conquista

A nossa primeira tentativa é aplicar o método da divisédo e conquista.

E para isso, a gente resolve o problema nas duas metades da lista

M1 M2

Mas, ninguém garante que M; ou M, é a mediana da lista inteira.

Entao, a gente comeca particionando as duas metades utilizando M; e My como pivds



< My > My < My > My

E dai, a gente raciocina assim

- Suponha que M; < Ms.
Entao,

b

. todo elemento a esquerda de M; é menor do que n/2 elementos (ou
mais)

« todo elemento a direita de M, € maior do que n/2 + 2 elementos
(ou mais)

Logo, nenhum desses elementos pode ser a mediana.

— (e 0 caso em que My < M1 € andlogo ... )

Esse raciocinio nos permite identificar e excluir n/2 elementos — (em tempo O(n))

E agora, basta encontrar a mediana dos elementos que restaram

Quer dizer, agora nés temos um algoritmo de divisdo e conquista

Algoritmo Mediana-DC ( L, inicio, fim )
{
Se|] ( fim = inicio + 1 ) Retorna ( L[fim] )
0(1)
meiol <-- ( inicio + fim ) / 2
T(n/2) «M*¥ <-- Mediana-DC (L, inicio, meio)
T(n/2) «M2 <-- Mediana-DC (L, meio+1l, fim)
0(n) 4-% <-- Reorganiza (L, M1, M2, inicio, fim)
T(n/2) <M <-- Mediana-DC (L, j, k)

0(1Reftorna ( M)
}



E agora, nés podemos analisar o tempo de execugao do algoritmo pelo método da equagao de

recorréncia.

Com base nas anotagoes do co6digo, nds escrevemos a recorréncia

T(n) = 3'T<g) + n

Para obter a solugao, nés desenrolamos a recorréncia

T(n) = 3-T(3) + n

— 3log2n . T(l) + n(%)loggn—l 4 4 3?” 4 n

Dai, a gente pode fazer a seguinte esperteza

3log2 n _ (210g2 3> logy n — (210g2 n) logs 3 — nlog2 3

Por outro lado, o restante dos termos podem ser reescritos assim
3 3)2 3\logzn —1
e 1+ i @+ () |

Quer dizer, nés temos uma soma de PG dentro dos parénteses.

E a gente lembra que

S L d @ @
= i1 @ e @
s — (3)F
donde
T O
donde

Substituindo esse resultado na expressao acima, nés obtemos



logy 3
n - (2'(%)l°g2" - 2) - 2n-”n ~ o

= 2 . n10g23 — 2n
Finalmente, juntando uma coisa com a outra, a gente obtém

T(n) = plog23 4 9. plos3 . op

— O(nlog2 3) — O(n1’58)
Quer dizer, isso é melhor do que o algoritmo porcaria.

Mas, nao é tao bom quanto a solugao via ordenagao.

Entao, ainda deve ser possivel fazer melhor do que isso.
3 O algoritmo quickMediana

Existe uma ideia simples que funciona bem na pratica.

A ideia consiste em utilizar a mesma estratégia do algoritmo quicksort

1. primeiro, a gente particiona a lista

2. e depois, a gente continua procurando no lado certo da particao

=

Algoritmo quickMediana ( L, inicio, fim )

{ k <-- Particao ( L, inicio, fim )
Se ( k=n/2 +1) M <-- L[k]
Se ( k>n/2 + 1) M <-- quickMediana (L, inicio, k-1)
Se (( k<n/2 + 1) M <-- quickMediana (L, k+1, fim)
Retorna ( M )
}
No pior caso, esse algoritmo é uma porcaria — (porque?)

Mas, ele executa em tempo médio O(n).
Porque?
Bom, a ideia é utilizar a funcao Particao-Boa ().

Essa fungao executa em tempo médio O(n).



E garante que o maior lado da parti¢do tem tamanho no méaximo 3n/4.

Dai, a anotagao do c6digo fica assim
Algoritmo quickMediana ( L, inicio, fim )
i)(nk ¢=<— Particao-Boa ( L, inicio, fim )
Gélf k=n/2+1) M <-- L[K]
T(3n/4%e¢k > n/2 + 1) M <-- quickMediana (L, inicio, k-1)
T(3n/4%e—k < n/2 + 1) M <-- quickMediana (L, k+1, fim)

Bétorha (M)

Dai, como apenas uma chamada recursiva é realizada, nés obtemos a seguinte recorréncia
- 3n
T(n) = T ( 4) + n
Para obter a solugao, nés desenrolamos a recorréncia
— 3n
T(n) = TE) + n

= T(342—2”)+357”+n

Quer dizer, a gente chegou em uma soma de PG outra vez.

E a gente resolve isso assim

S - 14 i @@
2
o R LI TR OO
S
donde
S = 1 + §‘S
N 4
donde
S = 4



Mas, no pior caso ele é uma porcaria.

Logo, ainda deve ser possivel conseguir algo melhor do que isso.
4 Mediana em tempo linear

Mas, como € que a gente chega ld.
Bom, o tnico caminho é tentar entender melhor as coisas.

Quer dizer, nés ja vimos que o uso de um bom pivo no procedimento de particdo pode reduzir o

tempo do algoritmo para O(n).

O problema é que a fungdo Particao-Boa( ) nao consegue encontrar esse pivd em tempo O(n)

— (no pior caso)

Mas dai, a gente nota que o algoritmo de divisao e conquista encontrava dois bons pivos

— (e reduzia o tamanho da lista para n/2)
S6 que, um bom pivd ja basta.
Quer dizer, a mediana da primeira metade é um bom pivo.

E com esse pivo a gente consegue eliminar ao menos n/4 elementos — (porque?)

U (particdo)

Dai, o algoritmo fica assim

Algoritmo Mediana-DC2 ( L, inicio, fim )

{

0(1)

Se (Lfim = inicio + 1 ) Retorna ( L[fim] )
meio

-- ( inicio + fim ) / 2
T(n/2)M&—<-- Mediana-DC2 (L, inicio, meio)
O(n) ¥—<-- Particiona (M1, L, inicio, fim)
0se)(|k =n/2+1) M <-- LK
T(3n/4)Se— k > n/2 + 1) M <-- Mediana-DC2 (L, inicio, k-1)
T(3n/4)5€—L k <n/2 +1) M <-- Mediana-DC2 (L, k+1, fim)

Retorna ( M )



onde

« as duas tltimas chamadas recursivas tem estimativa 7'(3n/4) porque o bom pivd (M;) permite

eliminar ao menos n/4 elementos do problema

Dai que, a gente obtém a seguinte recorréncia

T(n) = T(g) + T(?) + n

E agora?
Como € que a gente resolve isso?

Bom, uma ideia é abrir a arvore de recursio, e fazer a soma por niveis

/ ’ \ !
n/2 3n/4 5n/4
e N e ~
n/4 3n/8 3n/8 9n/16 25n/16

Quer dizer, a coisa cresce por um fator de 5/4.
E o ramo mais curto da arvore tem comprimento logs n.

Dai que, a gente pode estimar o tempo de execugao do algoritmo assim
2 1
T(n) > no o+ o+ (H'n o+ o+ (5)™"a
2 1
R LR T ¢ N S ) Rk

Quer dizer, a gente obteve uma soma de PG outra vez.

O que a gente resolve assim

S - 1 i )
k—1
DR R L BRI i
s — (3
donde
e e O
donde



Dai que, o tempo de execucao do algoritmo é

T(n) > 2n - ((

o

)loggn _ 1)

= on - nlog25/4 . op

— O(n1’32)

Bom, a gente ainda nao chegou la.
Mas, a ideia é boa ...
Quer dizer, tudo o que a gente precisa é de uma maneira eficiente de calcular um bom pivo.

E a solucao é a seguinte

1. Divida os elementos da lista em grupinhos de 5, e ordene cada grupinho

2. Dali, considere a colecao dos elementos centrais de cada grupinho, e encontre a mediana dessa

colecao

O que nds podemos dizer sobre esse elemento?

Bom, nao é dificil de ver que ele é

- maior do que 31’—8 elementos — (aprozimadamente)

- menor do que 31’—8 elementos — (aprozimadamente)
Dai que, ele ¢ um bom pivo.
Além disso, esse bom pivod é encontrado em tempo
O(n) + T(n/5)
Utilizando esse esquema, a gente obtém um algoritmo para o problema que executa em tempo

T(n) T(n/5) + T(™m/10) + n

Quanto € isso?



Bom, vamos expadir a &rvore para ver

n

/

n/5 7n/10
e ~ . ~
n/25 7n/50 7n/50 49n/100

Quer dizer, a coisa cresce por um fator de 9/10.

Dai que, a gente pode estimar o tempo de execugao do algoritmo assim

2 3
S RRRR LR S G L

A gente obteve uma soma de PG outra vez.

E a gente resolve isso assim

_ 9 9\2 93
S = 1+ g5 + () + (%) +
_ 9 9 9 )2
= 1+ F et ()4
S
donde 9
S = 1 —-S
+ 10
donde
S = 10
Dai que, o tempo de execugao do algoritmo é
T(n) = 10-n = O(n)

Legal, nao é?

2 3
wn + () + () +

n

9n/10

81n/100



